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二 (1) A(z) = 1− 0.8z + 0.64z2, a1 = 0.8, a2 = −0.64 则 |a2| < 1,a2 ± a1 < 1, 该模型平稳
令 et = εt − 0.4εt−1, 则 Xt = aXt−1 − a2Xt−2 + et, 其中 a = 0.8

设 Xt =
∞∑
j=0

ψ∗
j et−j , 则有

ψ∗
0 = 1

ψ∗
j = aψ∗

t−1 − a2ψ∗
t−2

=


(−1)naj , j = 3n

(−1)naj , j = 3n+ 1

0, i = 3n+ 2

从而

Xt =
∞∑

n=0

(−1)na3net−3n +
∞∑

n=0

(−1)na3n+1et−3n−1

=
∞∑

n=0

(−1)na3n(εt−3n − 0.4εt−3n−1) +
∞∑

n=0

(−1)na3n+1(εt−3n−1 − 0.4εt−3n−2)

=
∞∑

n=0

(−1)n0.83nεt−3n + 0.4
∞∑

n=0

(−1)n0.83nεt−3n−1 − 0.4
∞∑

n=0

(−1)n0.83n+1εt−3n−2
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即设传递形式为 Xt =
∞∑
j=0

ψjεt−j , 有:

ψj =


(−1)n0.8j , j = 3n

0.4(−1)n0.8j , j = 3n+ 1

0.4(−1)n0.8j+1, j = 3n+ 2

另解: 由前文中 Wold 系数的递推式，考虑对应线性差分方程的特征多项式

λ2 − 0.8λ+ 0.64 = 0.

其根为
λ1 = 0.4− 0.4

√
3i, λ2 = 0.4 + 0.4

√
3i.

则该差分方程的通解为 ψj = c1λ
j
1 + c2λ

j
2

由 ψ0 = 1, ψ1 = 0.4, 解得 c1 = c2 = 0.5, 故 ψj =
0.4j

2
[(1−

√
3i)j + (1 +

√
3i)j ]

(2) 由于 εt =
A(L)
B(L)

Xt = Xt − 0.4Xt−1 + 0.48
∞∑
j=2

0.4jXt−j

则 Xt+l 的最佳线性预测为:

L(Xt+l|Xt, . . .) =
l∑

j=0

ψj ε̂t+l−j

=
l∑

j=0

ψj(Xt−j − 0.4Xt−1−j + 3
∞∑
k=2

0.4kXt−j−k)

从而 Xt+l − L(Xt+l|Xt, . . .) =
l∑

j=0

ψjεt+l−j

故 Xt+l 的 95% 置信区间为L(Xt+l|Xt, . . .)− 1.96σ

√√√√ l∑
j=0

ψ2
j , L(Xt+l|Xt, . . .) + 1.96σ

√√√√ l∑
j=0

ψ2
j


(3) Xt 的谱密度为

f(λ) =
σ2

2π

|1− 0.4e−iλ|2

|1− 0.8e−iλ + 0.64e−2iλ|2

=
σ2

2π

1.16− 0.8 cosλ
3.0496 + 1.28 cos 2λ+ 0.512 cosλ

三
(1) 移项后有 X̂t(l) = aX̂t(l)− a2

4
X̂t(l − 1). 易知 X̂t(l)−

a

2
X̂t(l) 是一个公比 q =

a

2
的等比数

列. 计算整理后可得
X̂t(l) =

(a
2

)l
(
(l + 1)Xt −

la

2
Xt−1

)
(2)

E[et(l)
2] = E(Xt+l − X̂t(l))

2

= E(Xt+l − (l + 1)(
a

2
)lXt + l(

a

2
)l+1Xt−1)

2

= (1 + (l + 1)2(
a

2
)2l + l2(

a

2
)2l+2)γ0 + 2l(

a

2
)l+1γl+1

− 2(l + 1)(
a

2
)lγl − 2l(l + 1)(

a

2
)2l+1γ1
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(3) 由于 |a| < 2,
lim
l→∞

E
[
et(l)

2
]
= γ0.

四
（1）证明是线性平序列
不妨先假设 m > n, 当 m,n→ ∞ 则有

∥Ym − Yn∥22 = ∥
∑

n<j≤m

hjXt−j∥22 =
∑

n<i,j≤m

hihj < Xt−i, Xt−j >

=
∑

n<i,j≤m

hihjγ(i− j) ≤ γ(0)
∑

n<i≤m

|hi|2 → 0

EYt = lim
n→∞

EYn = lim
n→∞

E
n∑

j=0

hjXt−j

= lim
n→∞

n∑
j=0

hjEXt−j

=
+∞∑
j=0

hjEXt−j = EXt

+∞∑
j=0

hj = 0

E(YtYt+h) = lim
n→∞

<
n∑

j=0

hjXt−j ,
n∑

j=0

hjXt+h−j >

= lim
n→∞

n∑
i,j=0

hihj < Xt−i, Xt+h−j >

= lim
n→∞

n∑
i,j=0

hihjγ(h+ i− j)

因为 Xt 是平稳的，故而 E(YtYt+h) 只依赖于 h，因此 Yt 是平稳的。
（2）计算谱密度
直接使用书本上（7.11）公式，可以得到绝对可和的保时线性滤波器的谱密度为：

fY (λ) = |H(e−iλ)|2fX(λ).

其中 H(z) =
∑∞

j=0 hjz
j , |z| ≤ 1.

由于 |ϕ| < 1, {Xt} 是平稳的，因此

EXt = 0, γ(0) = ϕ2γ(0) + σ2

因此得到 γ(0) = σ2

1−ϕ2 .

γ(h) = E (Xt+hXt)

= E
[(
εt+h + ϕεt+h−1 + · · ·+ ϕhεt + · · ·

)
(εt + ϕεt−1 + · · · )

]
= ϕh

(
1 + ϕ2 + ϕ4 + · · ·

)
σ2

=
ϕh

1− ϕ2
σ2

因此，自相关系数为 ρ(h) = ϕh，则

fX(λ) =
∞∑

h=−∞

γ(h)e−ihλ =
σ2

2π

(
1− 2ϕ cosλ+ ϕ2

)−1
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或者直接套用书本上的推论 3.2，可以直接得出

fX(λ) =
1

2π

∞∑
k=−∞

γke
−ikλ =

σ2

2π|1− ϕ1(eiλ)|2
=
σ2

2π

(
1− 2ϕ cosλ+ ϕ2

)−1
.

五
（1）计算谱密度函数

AR(p) 模型的谱密度函数为：

fX(ω) =
1

2π

∞∑
k=−∞

γke
−ikω.

按照上面思路求出来自相关函数就可以。
此外，书本上 p67 有推论 3.2，AR(p) 有谱密度：

fX(ω) =
1

2π

∞∑
k=−∞

γke
−ikω =

σ2

2π|A(eiω)|2
.

在这道题目中，A(z) = 1− a1z − · · · − apz
p.

（2）验证是 MA(p) 序列
首先，知道 Y 的谱密度函数为

fY (ω) =
1

4π2fY (ω)
=

|A(eiω)|2

2πσ2
.

利用 p90 的定理 1.1 可以得到这个就是 MA（p）序列的谱密度函数形式，因此得到 Yt 是一个 MA
（p）序列。
（3）注意是计算相关函数，不是自协方差函数

由前面验证的谱密度函数可以直接得出来

Yt = A(B)ϵt = ϵt − a1ϵt−1 − · · · − apϵt−p.

计算相关系数就可以。计算得出：
γk = 0, |k| > p

γk = σ2

p−k∑
j=0

ajaj+k (where a0 = 1), 0 ≤ k ≤ p

就可以的计算出来自相关函数（注意上面，当 −p ≤ k < 0 时，需要把上面的表达式 k 换成 −k）。
或者利用谱密度函数的定义：

γk =

∫ π

−π

fY (λ)e
ikλdλ

来计算自协方差函数。
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